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Résumé
Nous nous intéressons à la onvergene vers sa moyenne spatiale ergodique de la moyenne temporelle d'une
observable d'un ow hamiltonien à un degré et demi de liberté ave espae des phases mixte. L'analyse est faite
au travers de l'évolution de la distribution des moyennes en temps ni d'un ensemble de onditions initiales
sur la même omposante ergodique. Un exposant aratérisant la vitesse de onvergene est déni. Les résultats
indiquent que pour le système onsidéré la onvergene évolue en tα, ave α = 0.45 pour alors qu'elle évolue en
t1/2 lorsque la dynamique est globalement haotique dans l'espae des phases. De même une loi α = 1 − β/2
reliant et exposant α à l'exposant aratéristique du deuxième moment assoié aux propriétés de transport β est
proposée et est vériée pour les as onsidérés. Pour iter et artile : A. Nom1, A. Nom2, C. R. Meanique 333
(2005).
Abstrat
Ergodiity, stikiness and anomalous transport We onsider the problem of onvergene towards spatial
ergodi average of the time average of an observable dened for a one and half degree of freedom Hamiltonian ow
with mixed phase spae. The analysis is performed by analysing the evolution of the distribution of nite-time
averages. An exponent haraterising the speed of onvergene is dened. Results indiate that for the onsidered
mixed ase, the rate of onvergene goes as tα, with α = 0.45 while it goes as t1/2 when the full phase spae is
haoti. Moreover a formula linking this harateristi exponent to the one orresponding to transport properties
β is proposed α = 1− β/2 and good agreement is found for the onsidered ases. To ite this artile: A. Nom1,
A. Nom2, C. R. Meanique 333 (2005).
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Abridged English version In this note we onsider the problem of onvergene to the ergodi average
of an observable of a one and a half degree of freedom Hamiltonian ow, and its onnetion to transport
properties. The onsidered observable is the norm of the speed (p˙, q˙) dened in phase spae, and the
transport properties of the assoiated variable, namely the length in phase spae of trajetories.
Assuming ergodiity we onlude that the innite time limit distribution of time averaged speeds (1),
is a Dira. Then when supposing that we have a very haoti system of Anosov type, we an expet from
the entral limit theorem that the nite time average distribution has a maximum peak whih grows to
innity as t1/2. We onsider this last property of the height of the maximum of the probability distribution
funtion of nite-time averages for a system with mixed phase spae and use it to dene a harateristi
exponent α, expeting an algebrai growth as tα.
In order to link this exponent to transport properties we make the rude approximation of negleting
the tails (desribed in Fig .1) to link the exponent β haraterising the seond moment of transport
properties with α and obtain the law α = 1− β/2, whih should be valid for Gaussian transport.
We then test the ideas numerially with the simple pertubed pendulum (4) for two dierent values of
the parameters, one giving us more or less uniform haos in a given region of phase spae, the other one
presenting a haoti sea within whih regular islands are present (see Fig. 2). Numerial results are made
using the fth order optimal sympleti sheme desribed in [3℄, using 1024 dierent initial onditions.
Trajetories are omputed for 106 periods with a time step δt = T/200. Histograms have been omputed
with a resolution of 5000 bins. The evolution of the averaged speed distribution and the evolution of the
maximum in log-log plot are represented in Fig. 3. One typially see that for both ases, the exponent α
an be determined. We nd α = 1/2 for the haoti ase while α = 0.43 for the mixed ase. More over we
ompute the transport properties for both system and ompare the measured β's with the ones expeted
from Eq. (3). Results are presented in table 1, and a good agreement is found with the extrapolated
exponents form the α = 1− β/2 rule.
1. Introdution
Dans ette note nous onsidérons un ot hamiltonien à un degré et demi de liberté H(p, q, t) et pério-
dique dans le temps et nous nous intéressons à la onvergene de la moyenne temporelle d'une observable,
la norme de la vitesse dans l'espae des phases. Plus préisément nous onsidérons l'évolution de la
distribution des moyennes temporelles d'un ensemble de diérentes onditions initiales et étudions les
propriétés d'ergodiité du système[1℄. Pour une ondition initiale donnée i, la vitesse moyenne au bout
de n périodes s'érit :
v¯i(n) =
1
nT
nT∫
0
√
q˙2i + p˙
2
i dt . (1)
On onsidère alors un ensemble de onditions initiales que l'on suppose équivalentes. Ainsi si la dynamique
est ergodique haque v¯i(n) va tendre vers la moyenne spatiale quand n→∞, et don la distribution des
v¯i(n) pour l'ensemble des onditions initiales équivalentes tendra vers une distribution de Dira. L'objet
de e travail est d'étudier omment ette distribution est approhée (si elle existe) et de dénir un expo-
sant aratéristique. Nous onsidérons dans un premier temps un as idéal d'un système Hamiltonien
globalement haotique pour lequel les résultats observés sont onformes au théorème de la limite entrale,
pour onsidérer ensuite un système où l'espae des phases est mixte, 'est-à-dire un système pour lequel
2
vt
t
ρ(v)
α
−α
Fig. 1. Estimation de la relation entre l'éart type et le maximum d'une distribution
nous avons une mer haotique peuplée d'îlots de stabilité au sein desquels la dynamique est régulière.
Pour e dernier système nous onsidérons uniquement des onditions initiales dans la mer haotique.
2. Dénitions
Nous nous proposons de dénir un exposant aratéristique à partir des onsidérations suivantes. Tout
d'abord imaginons un système haotique, de type Anosov, tel que l'on puisse appliquer le théorème de la
limite entrale. Dans e as la variable yi(n) =
√
nv¯i(n) pour n grand va se omporter omme une variable
aléatoire distribuée sur une gaussienne d'éart type ni. Savoir omment la distribution onverge vers la
distribution limite est l'objet de la théorie des grandes déviations mais ette propriété de onvergene
ergodique implique que la distribution des v¯i(n) va tendre vers un Dira (une gaussienne d'éart type
nul). De même on peut antiiper que l'éart type de ette distribution va déroître en 1/
√
n et que par
onservation des aires (la probabilité totale est onservée) le maximum de la distribution ρmax(n) va
roître en
√
n[2℄. Cette dernière propriété permet de dénir un exposant
ρmax(n) ∼ nα (2)
(ave α = 1/2), que nous pouvons à priori généraliser pour des systèmes moins haotiques ave la possi-
bilité d'avoir α 6= 1/2.
Intéressons nous maintenant aux propriétés de transport du système de type Anosov, en mesurant la
longueur des trajetoires dans l'espae des phases, et don à l'évolution de la distribution des variables
si(n) =
√
nTyi(n). Par les mêmes onsidérations que elles faites préédemment nous attendons un
omportement diusif ave une roissane linéaire de la variane. Maintenant onsidérons un système où
le transport est anomal omme par exemple un système hamiltonien à un degré et demi de liberté [4℄. Le
transport est dit anomal, dans le sens où la variane M2 = 〈(si(n)− 〈si(n)〉)2〉 ∼ nβ a un omportement
non-linéaire. Cette anomalie fait suite aux eets de mémoires engendrés par le phénomène de ollage
autour d'îlots de stabilité [5,4℄ qui engendrent une déroissane en loi de puissane des queues de la
distribution de si(n). Dans e as en faisant le même type de raisonnement que elui illustré sur la gure 1,
un raisonnement négligeant la ontribution des queues de distribution et en utilisant la proportionalité
v¯i(n)=si(n)/nT , nous obtenons
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Fig. 2. Setion de Poinaré du hamiltonien (4) pour les paramètres suivants : (a) ν = 0.5, k = 1, ε = 1 et (b) ν = 5, k = 2,
ε = 1.
α = 1− β/2 . (3)
Ainsi on qualiera (par abus de langage) le transport de diusif si α = 1/2, mais aussi on pourra antiiper
un omportement anomal ave α < 1/2 si le transport est superdiusif et α > 1/2 si il est sous-diusif.
De même la ondition de onvergene ergodique α ≥ 0 implique dans le adre où la loi (3) s'applique
β ≤ 2.
3. Résultats
An de tester les idées et dénitions énonées auparavant nous onsidérons le système hamiltonien du
pendule perturbé, qui est également le hamiltonien dérivant l'évolution d'une partiule hargée évoluant
dans le potentiel réé par deux ondes életrostatiques dans le référentiel lié à l'une d'elle [6,7,8℄ :
H =
p2
2m
+A (cos(k1q) + ε cos(k2q − ωt+ ϕ)) , (4)
où le ouple (p, q) désigne les variables onjuguées du hamiltonien. Dans la suite et sans perte de généralité
nous prendrons m = A = k1 = 1,ϕ = 0 et notons k2 = k et onsidérerons les deux as (a) ν = 0.5, k = 1,
ε = 1 et (b) ν = 5, k = 2, ε = 1. Nous pouvons noter que sur les diérentes setions de Poinaré
représentées en Fig. 2 que le as (a) orrespond à une zone haotique étendue délimitée par des tores de
rotation réguliers de type KAM, tandis que pour le as (b) la zone haotique est peuplée d'îlots au sein
desquels des trajetoires régulières sont présentes.
Nous suivons alors l'évolution de la distribution des v¯i(n), pour ela nous onsidérons un ensemble de
onditions initiales prises dans la mer haotique. L'évolution vers un Dira de ette distribution pour
les as (a) et (b) et l'évolution du maximum de la distribution sont représentées sur la gure 3. A la
diérene du as (a) nous notons la présene de pis seondaires dans la distribution pour le as (b).
Ces pis s'expliquent par le phénomène de ollage autour des îlots [4℄. Ce phénomène n'est quasiment
pas observé pour presque toutes les onditions initiales dans le as (a) (une trajetoire se met à oller
sur le tore supérieur après 105 périodes). Numériquement, nous avons intégré la dynamique en utilisant
le shéma sympletique d'ordre inq optimal dérit dans [3℄. Nous avons onsidéré un ensemble de 1024
trajetoires diérentes que nous avons alulées pendant 106 périodes ave un pas de temps δt = T/200.
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Fig. 3. Haut : Évolution du maximum de la distribution des vitesses moyennes ρmax(n) en fontion du nombre de pé-
riodes pour les deux as onsidérés. L'exposant α aratérisant la onvergene vers l'ergodiité ρmax(n) ∼ nα est mesuré
à α ≈ 0.5− pour le as (a) et pour le as (b) on note deux pentes α ≈ 0.35 pour n < 2.5 103 et α ≈ 0.45 pour
2.5 103 < n < 6.5 105, les lignes en pointillé ont une pente 1/2. Bas : A gauhe, densité de probabilité des vitesses moyennes
pour les as (a) et (b) pour diérents temps (τ = 160, 320, et 640 périodes). Les distributions ont été alulées ave une
résolution de 5000 points à partir de 1024 trajetoires alulées pendant 106 périodes. Le pas de temps est δt = T/200. A
droite, évolution du seond moment de la distribution des longueurs parourues M2, les pentes mesurées sont β = 1.55 puis
β = 1.13 aux temps longs.
(a) (b)
α 0.5 0.45
β 1 1.13
1− β/2 0.5 0.44
Tab. 1
Réapitulatif des exposants observés.
Nous pouvons noter vu les résultats présentés sur la Fig. 3 que la aratérisation de l'exposant α est
relativement aisée, les lois étant assez linéaires sur plusieurs ordres de grandeurs. De même la mesure de
l'exposant aratéristique du transport assoié à si, alulé pour les presque toutes 1023 trajetoires pour
le as (a) et toutes les trajetoires dans le as (b) (voir tableau 1) montre que la loi approximative reliant
les deux exposants est bien vériée pour les temps long, alors qu'elle ne l'est pas pour des temps ourts
dans le as ou l'espae des phases est mixte.
Dans ette note nous avons déni un exposant aratéristique lié à la onvergene vers la moyenne
ergodique d'une observable. Pour les as onsidérés, la onnaissane de et exposant permet de prédire
la nature du transport et e même pour un as où l'espae des phases est mixte. Du point de vue du
transport anomal nous pensons que ette approhe est omplémentaire de elle liée à la notion de jets
haotiques [9℄ et de ε−omplexité [10℄.
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